Равномерная непрерывность

Определение 28.7: Функция 
 INCLUDEPICTURE "http://www.91.ru/Education/MatAn/Image979.gif" \* MERGEFORMATINET 


называется равномерно непрерывной на множестве , если: [image: image2.png]ve>038>0: Vxix'eX

“x S| - f )< e



. (в отличие от критерия Коши: [image: image3.png]Vr, € XVe>038>0:Vre X|r - x| < 8= |f () - fx)|< &



). 
Пояснение: [image: image4.png]


 Пусть: [image: image5.png]


. Тогда: [image: image6.png]lim(f(x+ ) = F(2) = lim(x+ Bt -xt)= lim f + hy=cw



 Т.е. функция [image: image7.png]


не является равномерно непрерывной на множестве [image: image8.png]


. 

Теорема 28.3: Непрерывная на отрезке функция – равномерно непрерывна на нём.

 Классы интегрируемых функций
Теорема 28.4: Непрерывная на отрезке функция – интегрируема на нём.

Теорема 28.5: Монотонная на отрезке функция – интегрируема на нём. 
Теорема 28.5: Если функция [image: image9.png]f(x)



определена и ограничена на отрезке [image: image10.png]


, и если [image: image11.png]Yeo0



можно указать конечное число интервалов, покрывающих все точки разрыва этой функции на [image: image12.png]


. Причём общая длина этих интервалов меньше [image: image13.png]


. То [image: image14.png]f(x)



- интегрируема на [image: image15.png]


.
Замечание: Очевидно, что если [image: image16.png]f(x)



- интегрируема на [image: image17.png]


, а [image: image18.png]g(x)



отличается от [image: image19.png]f(x)



только в конечном числе точек, то [image: image20.png]g(x)



- интегрируема на [image: image21.png]


и [image: image22.png]> b3
!/(x)dx: et



.

 

Существование первообразной
Определение 28.9: Пусть [image: image23.png]f(x)



- интегрируема на [image: image24.png]


, [image: image25.png]c€la,b]



, тогда: [image: image26.png]Vie(a,b]



функция [image: image27.png]f(x)



интегрируема на [image: image28.png]


и функция [image: image29.png]() = [f()dx



называется интегралом с переменным верхним пределом, аналогично функция [image: image30.png]G0 = [/ (@



- интеграл с переменным нижним пределом. 

Теорема 28.6: Если функция [image: image31.png]f(x)



- непрерывна на [image: image32.png]


, то у неё существует на [image: image33.png]


первообразная, одна из которых равна: [image: image34.png]() = [f()dx



, где [image: image35.png]c€la,b]



. 
Замечание 1: Из дифференцируемости функции [image: image36.png]F(t)



следует её непрерывность, т.е. [image: image37.png]LD 10




Замечание 2: Поскольку [image: image38.png][



- одна из первообразных [image: image39.png]f(x)



, то по определению неопределённого интеграла и теореме о разности первообразных: [image: image40.png][#x= [z, € cons



. Это связь между определённым и неопределённым интегралами

Интегрирование подстановкой

Пусть для вычисления интеграла 
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Теорема. Если 1. Функция 
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2. множеством значений функции 
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Док-во: Пусть F(x) есть первообразная для f(x) на отрезке [a;b]. Тогда по формуле Ньютона-Лейбница 
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является первообразной для функции 
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. Поэтому по формуле Ньютона-Лейбница имеем
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Формула замены переменной в определенном интеграле.

1. при вычислении опред. интег-ла методом подстановки возвращаться к старой переменной не требуется;

2. часто вместо подстановки 
[image: image60.wmf])

(

t

x

j

=

применяют подстановку t=g(x)

3. не следует забывать менять пределы интегрирования при замене переменных.

Интегрирование заменой переменной. 

а). Метод подведения под знак дифференциала

Пусть требуется вычислить интеграл [image: image61.png][ Fixax



. Предположим, что существуют дифференцируемая функция [image: image62.png]


и функция [image: image63.png]glu)



такие, что подынтегральное выражение [image: image64.png]J(x)dx



может быть записано в виде:

[image: image65.png]J(xdx = g(@(x)) @'(x)dx = glu)du



.

Тогда: [image: image66.png][ Fx)dx = [ glox) o' (x)dx = [ gl



. Т.е. вычисление интеграла [image: image67.png][ Fixax



сводится к вычислению интеграла [image: image68.png][ g



(который может оказаться проще) и последующей подстановке [image: image69.png]


.

Пример: Вычислить [image: image70.png]dx

Jooer




.

[image: image71.png]dx cosxdx

d(sinx)

vl e

T-sin?x




. 

Подстановка: [image: image72.png]W= sinx



. 

б). Метод подстановки

Пусть требуется вычислить интеграл [image: image73.png][ Fixax



, где [image: image74.png]X =D(f)



. Введём новую переменную формулой: [image: image75.png]


, где функция [image: image76.png]plu)



дифференцируема на [image: image77.png]


и имеет обратную [image: image78.png]o XU



, т.е. отображение [image: image79.png]


на [image: image80.png]


- взаимно-однозначное. Получим: [image: image81.png]J(xdx = fpw)@'(wdu = g(u)du



. Тогда [image: image82.png][ 7z = [ (o) 9 = [ gy



. Т.е. вычисление интеграла [image: image83.png][ Fixax



сводится к вычислению интеграла [image: image84.png][ g



(который может оказаться проще) и последующей подстановке [image: image85.png])




.

Пример: Вычислить [image: image86.png]


.

[image: image87.png]X =D(f) =[04m) x= @) =u?,U=D(g) =[0+=) dx=2udu u= g (x)=-x




, откуда: [image: image88.png].[11:;»4:1?.:2.[“11’;3 du = 2 7,“2).1,‘—41%
x




.
Интегрирование по частям. Пусть [image: image89.png]u(x),v(x)



- дифференцируемые функции, тогда справедлива формула: [image: image90.png]Jatxw (x)dx = wx)vx) - [v(xw(x)dx



, или короче: [image: image91.png]Jacty = wv = v



. Эта формула используется в тех случаях, когда подынтегральное выражение [image: image92.png]J(x)dx



можно так представить в виде [image: image93.png]udv



, что интеграл [image: image94.png]


вычисляется проще исходного.

Пример: Вычислить [image: image95.png][ cosxds



.

Положим [image: image96.png]2
u=x" dv=cosxdx



. Тогда [image: image97.png]du=2xdx,v = [ cosxdx=sinx+ C




. В качестве [image: image98.png]


выберем первообразную при [image: image99.png]


. Получим [image: image100.png][ cosxdr= x* sinx - 2f xsinxdx



. Снова [image: image101.png]u

x,dv

sin xdx



. Тогда [image: image102.png]du=drv=

sinxdr=-cosx+ C



. Окончательно получим: [image: image103.png][ cosxdz= = sinx =2 xcosx—j(—:osx)dx) = xsinx+ 2xcosx ~2sinx+C



.
Замечание 26.5: Иногда при вычислении интеграла [image: image104.png][r@ax



методом интегрирования по частям получается зависимость: [image: image105.png]=g(x)+al



. Откуда можно получить выражение для первообразной: [image: image106.png]


. 

Интегрирование рациональных функций
Постановка задачи:[image: image107.png]2 *
B =ay taxta,xit ta,x



[image: image108.png][Bxx=1



 [image: image109.png]A
et





	1). [image: image110.png])

dx
[eNes)





	2). [image: image111.png]LG

n<m(n=0) IQ (X)






	3). [image: image112.png]A&

n2mn=0) IQ() A(n)

G (x)

fA.[Zk(x)dx+B.[ dx i<mkeZ ABeR






т.е. все задачи сводятся к задаче B.2). 
Теорема 1: Пусть [image: image113.png]


, тогда, если: [image: image114.png]O (x) = (x—c) (x—c) ™ (x=—c)" (x-z)% (x—2,) % {x-2,)%



, где [image: image115.png]At A, + G+ G+ +3 =m ¢;eR z eC



, то [image: image116.png]R® __ 4 4 S 4 4, 4

0.0 G ey T G e ey T ey





 INCLUDEPICTURE "http://www.91.ru/Education/MatAn/Image2133.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image117.png]2 x4 02 1t Ol
Bxrq) | Bax+Cy | Blxeq} | Bax+Cy B x

+ &
Tapmra T rparay Trmrrar W rmara® G ra)®



Из этой теоремы следует, что для интегрирования любой рациональной функции необходимо уметь интегрировать следующие функции:

	1. [image: image118.png]



	2. [image: image119.png](x+a)*




	3. [image: image120.png]P tprtq




	4. [image: image121.png]4
W rprra)r




	5. [image: image122.png]Bx+C
P tprtq





	6. [image: image123.png]Bx+C
G rpxta)
q)




	7. [image: image124.png]



	8. [image: image125.png]x2+a?




	9. [image: image126.png]



	10. [image: image127.png]w
Pl



.


Интегрирования дробно-линейных и квадратичных иррациональностей

[image: image128.png]R0 = Bl E 8| e ad—pe <0
vd




Сделав подстановку: [image: image129.png]ax b




, получим: [image: image130.png]b-di™
ot -a

dx

mt"(ad - be)
(ct™ - a)?



.

тогда [image: image131.png]ax+5) ¢ fp-d™ \m™ (ad - bo)
IR["\Jcmd]dX’IR[cz" a'] @ a7 &




[image: image132.png]R(x) = R(x,Nax® +bx+c)




a). Подстановки Эйлера. 
1). Корни многочлена [image: image133.png]


- комплексные, сделав подстановку: [image: image134.png]Nax® +bxte +xda a>0




, получим: [image: image135.png]#-c Coaribica

S g2
e (tda +5)



.

2). Корни многочлена [image: image136.png]


- действительные: [image: image137.png]Px)=a(x-x)(x-x,) x#x,



. Подстановка: [image: image138.png]


, получаем: [image: image139.png]


.

b). Подстановка: [image: image140.png]w=x+ -



, далее, если:

	1). [image: image141.png]R=Ru N7 =)



подстановка - [image: image142.png]%

Isint




	2). [image: image143.png]R=Ru 7 d)



подстановка - [image: image144.png]u=ltgt





	3). [image: image145.png]R=Ruu?-T)



подстановка - [image: image146.png]%

Isect






c). 

Если [image: image147.png]R 12

1
[
(mx +n) fax® +hx+c



подстановка - [image: image148.png]mx+n





Интегрирование функций, рационально зависящих от тригонометрических
[image: image149.png]R(x) = R(sin" z,cos™ z)




Универсальная подстановка: [image: image150.png]


, тогда: [image: image151.png]



[image: image152.png]Rsin™ x,
,:osz"
x)




подстановка: [image: image153.png]tgx




[image: image154.png]


или [image: image155.png]


- нечётные: вносим функцию при нечётной степени под знак дифференциала 

Интегрируется по частям
Неопределенный интеграл

Определение 26.1: Функция [image: image156.png]F(x)



называется первообразной для функции [image: image157.png]F(x)



на [image: image158.png](a.b)



, если: [image: image159.png]vre(ad) AF@): (FER) = 70



. 

Пусть [image: image160.png]A(x)



и [image: image161.png]Fy(x)



- первообразные функции [image: image162.png]F(x)



на [image: image163.png](a.b)



. Тогда:   [image: image164.png]Vxe(ab) F(x)-Fy(x)=const



. 

Определение 26.2: Неопределённым интегралом от функции [image: image165.png]F(x)



на [image: image166.png](a.b)



называется объединение всех первообразных [image: image167.png]F(x)



на этом интервале. Обозначается: [image: image168.png][ Fixax



.
Замечание 26.1: Если [image: image169.png]F(x)



- одна из первообразных [image: image170.png]F(x)



на [image: image171.png](a.b)



, то [image: image172.png][ F@dx= F(x)+ €, C = const



.
Замечание 26.2: Подынтегральное выражение в определении представляет из себя полный дифференциал первообразной [image: image173.png]F(x)



на [image: image174.png](a.b)



, т.е. [image: image175.png]f(x)dx =dF



.
Замечание 26.3: Два неопределённых интеграла равны “с точностью до постоянной”. 

Св-ва неопределенного интеграла:

1.Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению, а производная неопред. интегр. равна подынтегр. функции. Благодаря этому св-ву правильность интегрирования проверяется дифференцированием.
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2. Неопред. интегр. от дифференциала нек-рой функции равен сумме этой функции и производной постоянной:
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3. Постоянный множитель м. выносить за знак интеграла:
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0-постоянная.

4. Неопред. интегр. от алгебраич. суммы конечного числа непрерывных функций равен алгебраич. сумме интегралов от слагаемых функций:
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5. (Инвариантность формулы интегрирования). Если
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- произвольн. функция, имеющая непрерывную производную.

Табличные интегралы
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Определённый интеграл.

Интегрируемость
Определение 28.1: Множество точек отрезка [image: image219.png]


таких, что: [image: image220.png]a<x<x< <z, <k neN



называют разбиением отрезка [image: image221.png]


. Длины частичных отрезков разбиения обозначим: [image: image222.png]3

X

i1



. Мелкостью разбиения [image: image223.png]


(читается – “дельта большое”) назовем максимальнуя из длин отрезков разбиения, т.е. [image: image224.png]


.

Определение 28.2: Пусть в определении 28.1 для всех [image: image225.png]


точки [image: image226.png]& €lx.x]



. Интегральной суммой функции [image: image227.png]f(x)



на отрезке [image: image228.png]


с разбиением [image: image229.png]


будем называть сумму (зависящую от разбиения [image: image230.png]


и выбора точек [image: image231.png]


) вида: [image: image232.png]108, 0) = f Q)i + (&) g+ F (&) :if(é)m,
ey



.

Определение 28.3: Пределом интегральных сумм функции [image: image233.png]f(x)



на отрезке [image: image234.png]


назовём такое число [image: image235.png]


, что [image: image236.png]vT
Ye>035>0 V§A< S|, m)-1|< e



. Обозначается: [image: image237.png]Lim £(&, ax) =1



. [image: image304.jpg]



Определение 28.4: Функция [image: image238.png]f(x)



называется интегрируемой на отрезке [image: image239.png]


, если существует конечный предел её интегнральных сумм на [image: image240.png]


. Обозначается: [image: image241.png]I } (R



. 

Теорема 28.1: Если [image: image242.png]f(x)



интегрируема на отрезке [image: image243.png]


, то она ограничена на нём. 
Замечание 1: Эта теорема является необходимым, но недостаточным условием интегрируемости функции. Пример – функция Дирихле (ограничена, но неинтегрируема).

Критерий интегрируемости функций
Теорема 28.2: Для того, чтобы ограниченная на некотором отрезке функция, была интегрируема на нём, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие: [image: image244.png]


.

Следствие 1: Условие Т.2 эквивалентно условию: [image: image245.png]zm,</>m,]=0



.

Следствие 2: Если функция интегрируема на , то: [image: image246.png]lim S =iy s = I/(x)dx

i



.

Определение 28.8: Определённым интегралом функции [image: image247.png]f(x)



на [image: image248.png]


называется число [image: image249.png]


, равное пределу интегральных сумм [image: image250.png]f(x)



на [image: image251.png]


. Условие интегрируемости эквивалентно существованию определённого интеграла.

 

Свойства определённого интеграла
1. Если с – постоянное число и функция f(x) интегрируема на [a;b], то 
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, т.е. пост. множитель с можно выносить за знак определенного интег-ла.

2. Если функции f(x), g(x) интегрируемы на [a;b], тогда интегрируема на [a;b] их сумма и разность

[image: image253.png]L) 2 2
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, [image: image254.png]?
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3. Если [image: image255.png]a<h



, то: [image: image256.png]> e
[ = —J/(x)dx




4. Если функция f(x) интегрируема на [a;b] и a<c<b, то 
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, т.е. интеграл по всему отрезку равен сумме интегралов по частям этого отрезка. Это св-во наз-ют аддивностью определенного интеграла.

Сравнение определённых интегралов
Если [image: image258.png]f(x)



- интегрируема на [image: image259.png]


и [image: image260.png]Vxelab] f(x)20



, то: 
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Если [image: image262.png]f(x)



- интегрируема на [image: image263.png]


и [image: image264.png]Wxela,b] f(x) 20 f(x) = const



, то: [image: image265.png]>
[F@dx2C >0




Неравенство м\у непрерывными функциями на отрезке [a;b], можно интегрировать. Если [image: image266.png]J(x), g(x)



- интегрируемы на [image: image267.png]


и почти для всех [image: image268.png]xela,b] f(x) 2 g(x)



, то: [image: image269.png]>
[ x> }g(x)dx




Модуль определенного интег-ла не превосходит интег-ла от модуля подынтегральной функции. Если [image: image270.png]f(x)



- интегрируема на [image: image271.png]


, то [image: image272.png][7 ()|



- также интегрируема на [image: image273.png]


(обратное неверно), причём: [image: image274.png]2
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Оценка интеграла. Если m и M-соответственно наименьшее и наибольшее значения функции y=f(x)  на отрезке [a;b]. Если [image: image275.png]J(x), g(x)



- интегрируемы на [image: image276.png]


и [image: image277.png]Vxe(a,b] g(x)20



 [image: image278.png]m = nf(f(x)). = f:g(f(X))



, то: [image: image279.png]2 2 ?
m[g(dx < [F()g(Ddx < M [g()dn




Теорема о среднем значении

Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a;b], то существует точка 
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 такая, что 
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Док-во: По формуле Ньютона-Лейбница имеем 
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, где F’(x)=f(x). Применяя к разности F(b)-F(a) теорему Лагранжа (теорему о конечном приращении функции), получим F(b)-F(a)=F’(c)*(b-a)=f(c)*(b-a).

Эта теорема при f(x)
[image: image283.wmf]³

0 имеет простой геометрич. смысл: значение определенного интег-ла равно, при нек-ром 
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, площади прямоугольника с высотой f(с) и основанием b-a.

Число 
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 наз-ся средним значением функции f(x) на отрезке [a;b].

Формула Ньютона-Лейбница

Если [image: image286.png]F(x)



- первообразная непрерывной функции [image: image287.png]F(x)



на [image: image288.png]


, то:[image: image289.png]2
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.
Док-во: Рассмотрим тождество
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Преобразуем каждую разность в скобках по формуле Лагранжа
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т.е. 
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Переходя к пределу при 
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 интеграл с переменным верхним пределом
Если изменять, например, верхний предел так, чтобы не выйти за пределы отрезка [a;b], то величина интеграла будет изменяться. Другими словами, интеграл с переменным верхним пределом представляет собой функцию своего верхнего предела. Производная определенного интег-ла по переменному верхнему пределу равна подынтегральной функции, в к-рой переменная интегрирования заменена этим пределом, т.е. 
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Док-во: По формуле Ньютона-Лейбница имеем:
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Следовательно, 
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Это значит, что определенный интег-л с переменным верхним пределом есть одна из первообразных подынтегральной функции.
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